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概要

本稿では折り紙における花紋折りに基づくスモッキングのパターン作成と組み合わせのデザインを提案する．スモッキング

とはパターンで指定される点をすくい縫って布を縫い絞り，プリーツを展開して装飾を造形する手芸技法であるが，布の表面

に造形したい装飾の設計図に対応するパターンを作成することは容易ではないという課題がある．造形操作が布の折り畳み

に基づくことに着目し，本稿では花紋折りと呼ばれる折り紙に対応するスモッキングに焦点を当て，折り畳んだ際に布が重な

る箇所を縫い留める点として特定してパターンを作成するアプローチを提案する．このアプローチの下で，展開図に表現され

る多角形の幾何学的変換によりパターンを生成する手法を提案するとともに，変換における幾何的な性質を示す．特に，任意

の三角形に対して花紋折りを実現するための折り線の角度と対応するパターンを示す．さらに，しわがよらない綺麗な模様を

布の表面に造形するためにプリーツの共有に基づく組み合わせのアプローチを提案し，三角形の花紋折りを活用したデザイン

を提案する．提案法を GeoGebra を用いて実装し，提案法でデザインしたスモッキングの制作と被服への応用を通じて本稿

のアプローチを検証した．

Abstract

This paper proposes a smocking pattern generation method based on petaloid folding and combinatorial design

of smocking patterns. Smocking is a handcraft technique of sewing and making pleats over cloth, however, it is

not easy to generate the pattern for the desired shape on the surface of cloth. For the type of smocking which

corresponds to petaloid folding in Origami, we propose to sew down the intersection of folded pieces of cloth so

that the formed shape can be kept on the flexible cloth. We propose a smocking pattern generation method based

on the geometric transformation of polygons in a crease pattern, and show the geometric characteristics in the

transformation. Especially, we show the angle for petaloid folding of any triangles and the corresponding pattern.

Furthermore, we propose an approach for combinatorial design of patterns based on pleats sharing, and show a class

of combinatorial design by exploiting petaloid folding of a triangle. The proposed method is implemented using

GeoGebra, and it is validated through a newly designed combinatorial pattern and smocked textile based on the

generated pattern.
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1 はじめに

手芸とは手作業で造形する技術や造形された制作物の

総称であり [1]，フリマアプリなどの CtoC 取引の増加

に伴って手芸作品を造形して販売する人が近年増えてい

る．手芸では一般に造形時の指針となる設計図に対応す

る編み図や図案などに基づいて造形するが，造形操作と

造形される形状との対応をイメージしながら設計図を作

成することは容易ではないため，これまでは手芸技術に

長けた熟練者が試行錯誤を通じて考案したデザインを使

用することが多かった．手芸が生活における趣味や娯楽

として浸透するなかで，造形したい形状を自らデザイン

することが容易ではないということが作品を自由に制作

することの妨げになる恐れがある．

近年の計算機技術の発展に伴い，手芸などの造形にお

ける幾何的な性質を活用したデザイン支援の試みも行わ

れている [2, 3, 4]．たとえば毛糸を手で編む “あみぐる

み” に対する支援 [2] や，細長いバルーンをひねって造

形するバルーンアートのデザイン支援 [3, 4] などが提案

されている．著者らも，手作業で被服を制作する営みに

おいて，布の縫い絞りと折り畳みを通じて模様を造形す

るスモッキングという技法に対して折り紙に基づく枠組

みを提案した [5]．紙を素材とする折り紙で知られてい

た花紋折りに着目し，布を素材とするスモッキングにお

ける模様の形状と造形操作折り紙の考え方に基づいて定

式化するとともに，折り紙の展開図に基づくデザイン支

援の枠組みを示した．しかし，造形できる模様が正多角

形に限定されており，また，模様の組み合わせのデザイ

ンを十分に扱えていないという課題があった．

本稿では，折り紙の考え方に基づいて布の表面に模様

を造形するという枠組みにおいて，造形可能な模様の形

状を拡張するとともに，拡張した模様に対する組み合わ

せのデザインを提案する．布は柔らかいため造形した形

状を固定する必要があるという課題に対処するため，折

り畳みを通じて布が重なる箇所を縫い留める点として

特定することでスモッキングのパターンを生成するアプ

ローチを提案する．このアプローチのもとで，折り紙に

おける花紋折りを拡張した模様（本稿では花紋スモッキ

ングと呼ぶ）に対してパターンを生成する方法を提案す

るとともに，造形する模様とパターンの幾何的な性質を

明らかにする．さらに，布の表面に複雑な装飾を施すこ

とを実現するために，花紋スモッキングの幾何的な性質

を活用した組み合わせのデザインを提案する．

提案法を幾何学ソフトウェア GeoGebra を用いて実装

し，提案法を用いてデザインしたスモッキングの制作と

被服への応用を通じて本稿のアプローチを検証した．花

紋スモッキングの形状や配置の変更を通じて作成した組

み合わせのデザインを報告するとともに，デザインした

装飾を施して制作した被服を報告する．

2 節で手芸におけるスモッキングへの折り紙に基づく

枠組みを紹介し，3 節で折り紙の考え方に基づいて布の

表面に造形できる形状を拡張した花紋スモッキングのパ

ターン生成を提案する．4 節で花紋スモッキングの幾何

的な性質を活用した組み合わせのデザインと被服への応

用を述べる．5 節で関連研究を紹介し，6 節でまとめと

今後の展望を述べる．

2 スモッキングへの折り紙に基づく枠組み

2.1 スモッキング

図 1 スモッキングの例

スモッキングとは手芸技法の 1つであり，縫い縮めた

ギャザーにかがりを入れたり，縫い絞ったプリーツを浮

彫り風にするものである [1]．スモッキングを施すこと

で生地の立体化が生じ，被服の表面に美しさや個性を演

出できるためファッションにも用いられている．スモッ

キングは一般に (1)ベーシックスモッキング（図 1左），

(2)イタリアンスモッキング（図 1中央），(3)ラティス

スモッキング（図 1 右），の 3 種類に大別されるが，著

者らは幾何的な繰り返し模様が多く，被服への応用例が

それほど多くないラティススモッキングに対して折り紙

に基づくを提案した [5]．

スモッキングにおける造形操作の概略を図 2 に示す．

スモッキングではすくい縫いを通じて布を固定する箇所

はパターン *1 に表現されるため，図 2の Step.1でまず

パターンを布に転写し，パターンで指定される点を順に

すくい縫う．次に，糸を引き縮めてすくった全ての頂点

を一点に集め，玉止めして固定する（Step.2）．最後に，

*1 スモッキングにおいて被服の型紙に相当するものを本稿ではパ

ターンと呼ぶ．
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図 2 スモッキングの造形操作

布の縫い絞りで生成されるプリーツを平坦にして布の表

面に浮き上がる多角形の装飾（本稿では模様と呼ぶ）を

造形する（Step.3）．

2.2 折り紙に基づくスモッキングの造形操作の表現

図 3 折り紙の展開図の例 図 4 図 3の展開図を折っ

た後の形状

折り紙とは紙を素材とする平面グラフを折ってできる

形状や折り操作のことであり，折り方を指定する線は折

り線と呼ばれる．折り紙における平面グラフは展開図と

呼ばれ，折り方には山折りと谷折りの 2 種類がある [6]

が，本稿では山折りを赤の実線，谷折りを青の破線で表

す．展開図の例を図 3 に示すが，この展開図で表現され

る折り線を山折り，谷折りのラベルに従って折ってでき

る折り紙を図 4 に示す．図 4 に示す折り紙は中央の正

多角形の模様が花弁のように見えるため花紋折りと呼ば

れる．折り紙の数理においては，任意の正多角形に対し

て花紋折りを造形できることが知られており，花紋折り

となるための条件や造形される模様の性質などが知られ

ている [7]．

幾何的な繰り返し模様が多用されるラティススモッキ

ングの中でも正多角形の模様に着目し，著者らはスモッ

キングで造形する模様と布の折り畳み操作を通じた造

形過程を折り紙の考え方に基づいて示した [5]．しかし，

造形できる模様の形状が従来の折り紙で扱われてきた正

多角形に限られるとともに，模様の組み合わせのデザイ

ンを十分に扱えていないという課題がある．そこで，本

稿ではスモッキングで造形できる模様の形状を正多角形

から一般の形状に拡張するとともに，拡張した模様に対

する組み合わせのデザインを提案する．なお，山折りと

谷折りは対称なため，本稿では花紋折りの展開図におい

て中央の多角形 *2 を構成する折り線はすべて谷折りと

する．

3 花紋スモッキングのパターン生成

3.1 花紋折りの拡張

スモッキングの造形操作において布を縫い絞った後

にプリーツを展開して模様を形成する際，プリーツが重

なったり自己交差すると平坦とならず被服の裏地とし

て使用しにくいという課題に対処するため，本稿では折

り畳んだ後の形状が平らとなる平坦折りを扱う．折り畳

みを通じて造形される形状が平坦とはならない立体折

り [8] などと異なり，平坦折りでは折り畳みを通じた造

形後の形状がひとつに定まりやすいという利点もある．

展開図の多角形における各頂点の次数 *3 を 4 とする

*2 図 3 における中央の青の破線で構成される五角形．
*3 頂点に接続する辺の数．
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図 6 スモッキングのパターン生成

図 5 花紋折りにおけるスポークと角度

と，前川定理や川崎定理などの折り紙の数理で知られて

いる一頂点平坦折りに関する知見 [9] から，花紋折りの

展開図において多角形を構成する各辺から伸びる一対

の山折り線と谷折り線が平行になるという性質がある

（図 5 参照）．この性質に着目して，本稿では各頂点の

次数はすべて 4とし，多角形から平行に伸びる一対の山

折り線と谷折り線を含む領域をスポークと呼び，スポー

クに着目したアプローチを提案する．また，多角形とス

ポークの山折り線が成す角をスポークの角度：α，隣接す

るスポーク同士の間の角度をスポーク間の角度と呼ぶ．

折り紙として造られてきた従来の花紋折りでは中央の

多角形は正多角形に限られていたが，近年，折り紙の数

理において花紋折りの拡張が提案されており [7]，一般の

多角形に拡張したものも提案されている．また，スポー

クを多角形の谷折り線で折る際，すべてのスポークが一

点で交わるという制約を緩和したものは「擬」花紋折り

と呼ばれる．これは，図 5 におけるスポークの角度に

対する制約を緩和することに対応する．これらの拡張と

区別するために，中心の多角形が正多角形ですべてのス

ポークが 1点で交わるものを本稿では伝統花紋折りと呼

ぶ．拡張も含めた花紋折りの種類を表 1に示す．

表 1 花紋折りの種類

スポークの交点

すべて 1点で交わる 1点で交わらない

多角形

正 伝統花紋折り 擬花紋折り

一般
多角形の 多角形の

花紋折り 擬花紋折り

3.2 スポークの交点に基づくパターンの作成

本稿では布を対象として，折り紙における花紋折りを

図 2に示す操作を通じて造形することや布の表面に造形

される模様を花紋スモッキングと呼ぶ．折り紙の展開図

に表現される折り線に従って布を折り畳むことは可能で

あるが，紙などと異なり被服で用いる布は柔らかいため，

折り畳んだだけでは形状を維持出来ないという課題があ

る．このため，スモッキングに限らず布で造形する際に

は，造形した形状を固定するために縫い止める箇所を特

定する必要がある. 2.1 節で述べたように，スモッキン

グではすくい縫いを通じて布を固定する箇所はパターン

における点として表現されてきた．

本稿では，展開図に従って布を折り畳んだ際にスポー

クが重なる箇所（スポークの交点）を縫い留める点とす

ることで花紋スモッキングのパターンを作成するアプ

ローチを提案する（図 6 参照）．スポークの交点を明確

にするために，図 6ではスポーク以外の余分な部分を裁

断してスポークの折り畳みを考えて交点を特定し，生成

したパターンを布に転写した展開図に重畳表示した例を

示している．スモッキングのパターンで指定する点を本

稿では緑の点として表現するが，パターンにおける形状

がわかりやすくなるよう，パターンの点を接続した線分

も緑の一点破線で示す．

3.3 展開図に基づくパターン生成と幾何的な性質

表 1 で挙げた 4 種類の花紋折りに共通する性質とし

て，中央の多角形に接するすべてのスポークにおいてス

ポークの角度が等しいことが挙げられる．この性質を活
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用して，本節では表 1 に示した 1) 伝統花紋折り，2) 擬

花紋折り，3) 多角形の花紋折り，に対して，展開図か

らスモッキングのパターンを生成する手法と，展開図に

おける多角形と生成するパターンの幾何的な性質を述べ

る．なお，多角形の擬花紋折りの一般的な扱いは今後の

課題である．

一般の多角形に対しても，すべてのスポークが一点で

交わる花紋折りという考え方はあったが，具体的なデザ

インにはあまり活用されてこなかった．本稿では，任意

の三角形に対して花紋折りを実現するためのスポークの

角度を三角形の形状から導出する（3.3.3 節）．さらに，

導出した式や形状の幾何的な性質を活用した花紋スモッ

キングの組み合わせのデザイン（4節）を示す．

表 1 における 1) 伝統花紋折り，2) 擬花紋折り，は任

意の正多角形に対して定義されるため，以下では頂点数

n の正多角形の内角
n− 2

n
π を θn と表記し，角度の方

向は反時計回りとする．なお，多角形の花紋折りにおい

てすべてのスポークの山折り線が交わる点を，本稿では

“花心”と呼ぶこととする *4．

本稿のアプローチにおける形状の性質の概略を図 7に

示す．図 7 における α は図 5 で示したスポークの角度

である．また，回転中心を赤の点で示すとともに，その

まわりの回転を赤の矢印で表している．図 7 に示すよ

うに，提案法では折り方を指定する展開図に表現される

多角形の幾何学的変換を通じてスモッキングのパターン

を生成するため，変換における相似比と回転角も導出す

る．以下ではそれぞれの生成手順と幾何的な性質を述べ

るが，証明などの詳細については付録で示す．

3.3.1 伝統花紋スモッキング

図 8 伝統花紋スモッキングのパターン生成

伝統花紋スモッキングのパターン生成と性質について

は [5] で述べたが，他の種類の花紋スモッキングとの対

*4 三角形における内心や外心のような特殊な点は非常に多く定義

されている [10]が，本稿では多角形の花紋折りにおけるスポー

クの交点を便宜的に “花心”と呼ぶこととし，数学における定義

との対応付けなどは今後の課題とする．

比のために本稿でも述べる．図 8 に示すように，

1. 展開図の正多角形の中心を同定

2. 正多角形の中心を正多角形の各辺で鏡映変換した点

をそれぞれ同定

3. 同定した点を連結してパターンにおける正多角形を

生成

の手順で展開図からパターンとなる正多角形を生成す

る．このとき，以下が成り立つ．

定理 1. 展開図の正多角形と生成されるパターンの正多

角形との相似比は 1 : 2 sin
θn
2
である．また，展開図の

正多角形からパターンへの回転角は
π

2
− θn

2
である．

定理 1 の証明は付録 A に示す．

3.3.2 擬花紋スモッキング

頂点数 n の正多角形に対して，スポークの角度 α が

α ∈ (0,
θn
2
) であれば擬花紋折りが可能であるが，展開図

に表現される正多角形の谷折り線でスポークを折り畳む

ことにより，擬花紋折りでは隣り合う 2つのスポークの

山折り線それぞれ一点で交わることになる．この性質に

基づき，以下の手順でパターンを生成する（図 9参照）．

1. 2 つのスポークの山折り線を正多角形の辺でそれぞ

れ鏡映変換し，交点を同定

2. 同定した交点を，再度，正多角形の辺でそれぞれ鏡

映変換し，スポークの山折り線上の点を同定

3. 同定した２点を連結してパターンとなる線分を生成

この手順により，展開図の正多角形における各頂点に対

してパターンとなる線分（正確には線分の両端の点）が

それぞれ生成される．このとき，以下が成り立つ．

定理 2. 擬花紋スモッキングのパターンにおける線分は，

展開図における正多角形の各頂点に対して生成される．

このとき，伝統花紋スモッキングのパターンにおける線

分と擬花紋スモッキングのパターンにおける線分の長さ

の比は sin
θn
2

: sinα であり，対応する展開図の頂点を

中心に前者の線分から
θn
2

− α 回転したものである．

定理 2 の証明は付録 B に示す．

3.3.3 三角形の花紋スモッキング

展開図やパターンは平面図形であるため，本稿では 2

次元の単体である三角形に対する花紋スモッキングに

対するパターンの生成手順を述べる．花紋折りの定義

– 13 –
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図 7 展開図とスモッキングのパターンの幾何的な性質

図 9 擬花紋スモッキングのパターン生成

図 11 三角形の花紋スモッキングのパターン生成

図 12 花紋スモッキングの例（それぞれ，左：パターン，中央：布の表面に造形される模様，右：裏面）
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図 10 三角形の花紋折り

から，任意の三角形に対して，三角形の各辺に接するス

ポークをそれぞれの辺で谷折りした際に，スポークの山

折り線が一点で交わることになる（図 10参照）．

一般の三角形に対して花紋折りを実現する角度は，そ

の内角に基づいても表現できるが [11]，本稿では二つの

辺の長さとその間の角度に基づく表現を提案する．

定理 3. 任意の三角形において，最小の内角を A，この

角に接続する辺の長さを b, c，とする．このとき，花紋

折りを実現するスポークの角度 α は

α = sin−1

 1√
{( cb +

b
c )− cosA}2 + sin2 A

sinA


と表せる．

定理 3 の証明は付録 C に示す．定理 3 を用いて，

図 10 のような一般の三角形に対して花紋スモッキング

を実現するスポークの角度を決定して展開図を作成す

ることにより，展開図から対応するパターンを生成でき

る．この性質に基づき，以下の手順でパターンを生成す

る（図 11参照）．

1. スポークの山折り線をそれぞれ三角形の各辺で鏡映

変換し，交点を同定

2. 交点を，再度，三角形の辺でそれぞれ鏡映変換し，

スポークの山折り線上の点を同定

3. 同定した点を連結してパターンにおける多角形（こ

の場合は三角形）を生成

パターン生成の手順は擬花紋折りスモッキングの場合と

類似しているが，上記で生成するパターンでは以下の幾

何的な性質が成り立つ．

定理 4. 三角形の花紋折りに対する展開図の三角形とそ

のパターンの三角形は相似であり，相似比は 1 : 2 sinα

である．また，展開図の三角形からパターンの三角形へ

の回転角は
π

2
− α である．

定理 4 の証明は付録 D に示す．

3.4 花紋スモッキングの制作

3.3 節の手順で生成したパターンに基づいて布を縫い

合わせて制作した花紋スモッキングの例を図 12 に示す．

本稿では任意の多角形に対する擬花紋折りを扱っている

わけではないが，図 12 では三角形に対して 3.3.2 節で

述べた手順で生成したパターンと対応するスモッキング

も示している．

すべてのスポークの交点が一点で交わる伝統花紋ス

モッキングと多角形の花紋スモッキングでは，提案法で

生成したパターンにおける多角形の頂点をすべて一度に

すくい縫い留めて制作するため，図 12 に示すように，

布の裏面ではパターンの頂点が一点に集められるととも

に，布の表面にはパターンの多角形に相似な図形が模様

として現れる．

他方，スポークの角度に対する制約を緩和した擬花紋

折りスモッキングのパターンは展開図における多角形の

頂点数と同じ本数の線分から構成される．このため，そ

れぞれの線分の両端の 2点を縫い留めて制作することに

より，図 12 に示すように布の裏面には展開図の多角形

と同じ頂点数の多角形が現れるとともに，表面にも同様

な模様が現れる．

4 花紋スモッキングの組み合わせのデザイン

4.1 スポークの共有に基づく組み合わせ

3 節の手法で生成したパターンに基づいて花紋スモッ

キングを造形すると，図 12 に示すように，布の表面に

は中央の多角形から外側にむけて巾が一定のプリーツが

形成される．花紋スモッキングを組み合わせて模様を造

形する場合にはそれぞれの花紋スモッキングに対する展

開図を同じ平面上に配置してパターンを生成することに

なるが，個別に配置しただけではプリーツ同士が捻れた

りしわがよってしまってしまい，布の表面に綺麗な模様

を造形できないことがある．

たとえば図 13上のように 2つの花紋スモッキングを

配置した展開図から生成したパターンに従ってスモッ

キングを造形すると，布の表面にしわがよってしまう

（図 13下での紫の破線で囲んだ箇所）．これは，図 13上

に示す展開図においてスポークが交差してしまっている

ためと考えられる．

他方，図 14上のように，互いのスポークを共有する *5

*5 複数の花紋スモッキングの展開図を配置した際にスポークを共

有するためには，折り線の山谷ラベルが同じであり，また折り
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図 13 プリーツのしわの例（上：展開図，下：布の表面）

図 14 プリーツのしわの例（上：展開図，下：布の表面）

ように花紋スモッキングの展開図を配置してからパター

ンを生成して造形した場合には，布の表面にしわがよる

ことなく平坦な模様を造形できる（図 14下参照）．この

ように，花紋スモッキングを組み合わせて綺麗に平坦な

模様を造形するためには，互いのスポークが共有される

ように花紋折りの展開図を配置する必要がある．

4.2 三角形の花紋スモッキングの活用

平坦折りの展開図において折り線はまっすぐな線分

（あるいは半直線）として表現されるため *6，スポーク

を共有するように花紋スモッキングの展開図を組み合わ

せる際，以下では共有されるスポークにより多角形の領

域が構成される場合を考える．たとえば図 15 では 4つ

の花紋スモッキングの展開図（正七角形，2つの正方形，

正三角形）を組み合わせることで中央の四角形の領域が

つくられている．

線間の距離が等しい必要がある．

*6 立体折りの場合には曲線の折り線も存在する場合がある [8]が，

本稿では扱わない．

図 15 スポークの共有から構成される多角形の例

ここで，花紋スモッキングの組み合わせに対する複雑

さの指標として，スポークの共有を通じて構成する多角

形の領域で用いられる花紋スモッキングの個数 *7 に着

目する．このとき，以下が成り立つ．

定理 5. スポークの共有を通じて多角形の領域を構成す

るように花紋スモッキングの展開図を組み合わせる場

合，花紋スモッキングの個数は偶数である．

定理 5 の証明は付録 E に示す．定理 5 より，整数

p ≥ 2に対して花紋スモッキングの個数を 2p とすると，

多角形の領域を構成する花紋スモッキングにおけるス

ポークの角度の和は 2(p− 1)π *8となる必要がある．

展開図の多角形が正多角形に限定される伝統花紋折

りや擬花紋折りにおいては，正多角形の頂点数 n に応

じて内角は一意に定まる．このため，一頂点平坦折りの

性質 [9] から，それぞれの花紋スモッキングにおけるス

ポークの角度も頂点数に応じて
2

n
π と一意に定まること

になる．よって，4.1 節で述べたスポークの共有に基づ

いて花紋スモッキングの組み合わせをデザインする際に

は，伝統花紋スモッキングや擬花紋スモッキングに限定

すると離散的な組み合わせ問題 *9 をまず解く必要があ

る．整数計画法などの組み合わせ問題に対するソルバー

などを利用した場合でも，実行可能解を得るために多く

の計算が必要となり，また，可能な組み合わせが限られ

てしまうという課題がある．

上記の課題を解決するために，定理 3 で示した，三

角形の形状に応じてスポークの角度を自在に設計できる

*7 図 15では 4個の花紋スモッキング．
*8 領域を構成する頂点数 2pの多角形における内角の和から．
*9 花紋スモッキングの多角形の頂点数はそれぞれ整数であり，組

み合わせる個数も整数であるため，スポークの角度の和という

制約のもとでの組み合わせ問題となる．
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図 16 3個の伝統花紋スモッキングと 1個の三角形の

花紋スモッキングの組み合わせ

という特徴を活用して，本稿では三角形の花紋スモッキ

ングを活用して花紋スモッキングの組み合わせをデザイ

ンすることを提案する．以下では，花紋スモッキングの

組み合わせとして最も単純な 4個の場合を考えることと

し，さらに，そのうちの 3個は（頂点数は任意の）伝統

花紋スモッキングを用いるアプローチを提案する（図 16

参照）．このとき，以下が成り立つ．

定理 6. 正 n 角形，正 m 角形，正 ℓ 角形の伝統花紋

スモッキングと三角形の花紋スモッキングの展開図

を，スポークの共有を通じて多角形の領域を構成す

るように組み合わせるとする（図 16 参照）．このと

き，三角形の花紋折りの展開図において，頂角 A は

A = (
2

n
+

2

m
+

2

ℓ
− 1)π となり，スポークの角度 α は

α = sin−1(
1√

5− 4 cosA
sinA) となる．

定理 6 の証明は付録 付録 F に示す．

スポークを共有するという性質から，正 n角形，正m

角形，正 ℓ角形のスポークの巾（対をなす折り線間の距

離）はすべて同じである必要がある．1 つの伝統花紋ス

モッキングに対する展開図で正多角形の大きさ（1 辺の

長さ）を定めると，そのスポークの巾は正多角形の大き

さに応じて定まるため，スポークの共有を通じて他の 2

つの伝統花紋スモッキングの大きさも一意に定まること

なる．さらに，定理 6 で定まる頂角 A とスポークの角

度 α に基づき，共有するスポークの巾から，定理 3 での

頂角 A に接する辺 b, c の長さも一意に定まることにな

る．このため，定理 6 を用いることにより，伝統スモッ

キングにおける頂点数をそれぞれ変更しても，多角形の

領域における内角の和の制約を満たすために必要な三角

形の形状とスポークの角度を一意に定めることができる

ため，花紋スモッキングの組み合わせをデザインできる

ことになる *10．

4.3 花紋スモッキングを組み合わせたデザイン

図 17 円状に配置したデザイン例

4.2 節で提案したアプローチの例として，円を描くよ

うに花紋スモッキングを組み合わせたデザインを図 17

に示す．定理 6 では一般性を保証するために伝統花紋ス

モッキングの頂点数はそれぞれ任意としたが，図 17 で

は正 n角形を中心に 4個の花紋スモッキングの組み合わ

せを回転して繰り返し配置できるよう，定理 6 における

頂点数でm = ℓ としている．

上記のデザインの枠組みに対し，任意の頂点数 n，m

に対して，花紋スモッキングに対する展開図の作成とパ

ターンの作成を幾何学ソフトウェア GeoGebra [12] を用

いて実装した．実装したコードでは，頂点数 n，mの値

に加えて，伝統花紋スモッキングの大きさと花紋スモッ

キング間の距離も自在に設定できるが，一例として，頂

点数 n = 9，m = 4 とした場合の展開図と生成されるパ

ターンを図 18 に示す *11．また，生成したパターンに基

づいて制作したスモッキングの例を図 19, 図 20, 図 21,

図 22 に示す．
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図 18 図 17に対する花紋スモッキングのパターンの例

図 19 n = 4，m = 6の場合 図 20 n = 5，m = 3の場合

図 21 n = 6，m = 5の場合 図 22 n = 8，m = 4の場合

4.4 花紋スモッキングを装飾した被服

本稿のアプローチでデザインした花紋スモッキングを

装飾に取り入れた被服の例として，図 18 に示したコー

*10 角 A が正であることを保証するために，頂点数 n，m，ℓ は
2

n
+

2

m
+

2

ℓ
> 1 を満たす必要がある．

*11 見やすくなるよう，図 18 では展開図における多角形の領域は

1つのみ示している．

図 23 被服制作のために

デザインした展開図

図 24 図 23から生成した

パターン

図 25 図 24に基づいて制

作した花紋スモッキング

図 26 図 25の花紋スモッ

キングを施した被服

ドで頂点数を n = 5，m = 3 として生成したパターン

に基づいてスモッキングを制作し，それを装飾として用

いるトップスを制作した．デザインした展開図（図 23）

と，展開図から生成したパターン（図 24）を示す．ま

た，生成したパターンに基づいて制作した花紋スモッキ

ング（図 25）と，花紋スモッキングを装飾に用いて制作

したトップス（図 26）を示す．なお，トップスを制作時

には前身頃を 2つに分けてスモッキングを施した布を用

いた [13]．花紋スモッキングを施すことにより，装飾が

ないトップスに比べて華やかであり，個性に富んだ被服

を制作することができた．

5 関連研究

多角形と，それをねじるようにして折る展開図を周期

的に連結する問題は，平織り（Origami Tessellation）と

呼ばれる分野で盛んに研究が行われてきた．たとえば，

文献 [14] では，1) 多角形のタイリングを生成する，2)

タイリングにおける多角形を縮小し，縮小で誘導される

多角形も生成する，3) 多角形を回転する，という手順で

展開図を生成する方法を提案している．展開図と折った

後の形状との関係など [15]や，この手法を実装するソフ

トウェア [16] も知られている．しかし，造形したい形

状の観点からの展開図の折り線への山谷の割り当ては扱
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われておらず，1) で生成したタイリングにおける多角形

は，折った後に必ずしも表面に現れるとは限らない．ま

た，回転角を変更できるため多彩な展開図を生成できる

反面，多くの場合に擬花紋折りに相当するものとなり，

展開図から生成したスモッキングのパターンを造形する

際には，縫い留める手間は大きいと考えられる．

本稿では，布の表面に造形したい模様をデザインする

という観点から，折り線への山谷割り当てが指定された

花紋折りの展開図を，山谷の割り当てを保存しながら組

み合わせて複雑なデザインに対する展開図を生成するこ

とを提案した．展開図を生成する際の山谷割り当てに制

約が加わるため難しい問題とはなるが，組み合せを通じ

て複雑なデザインを作成した場合にも，それぞれの模様

を表面に造形できる．また，4.3 節で示したデザインで

は，多角形はすべて花紋スモッキングとして造形できる

ため，個々の模様を縫い絞りで制作する際の手間は少な

いと考えられる．

三角形の花紋折りを実現するスポークの角

度 α は，三角形の内角 A, B, C に基づいて

α = tan−1

[
sinA sinB sinC

1 + cosA cosB cosC

]
と対称性が高いエ

レガントな表現もある [11]．本稿では三角形の 2辺の長

さとその間の角度を用いた表現を定理 3 で示したが，こ

の表現から 0 < sinα < sinA となり，交点が三角形の

内点であることが保証される（付録 Cを参照されたい）．

また，4.3 節で示したデザインのように二等辺三角形の

場合，定理 6 で示した比較的簡潔な表現となる．

6 まとめ

布の表面に模様を造形するスモッキングにおける造形

操作が布の折り畳みに基づくことに着目し，本稿では花

紋折りに基づくスモッキングのパターン作成と組み合

わせのデザインを提案した．造形後の形状を維持するた

めに布が重なる箇所を縫い留めるというアプローチの下

で，提案法では展開図に表現される多角形の幾何学的変

換を通じてパターンを生成する．さらに，プリーツの共

有に基づく花紋スモッキングの組み合わせを提案し，三

角形の花紋スモッキングを活用して自在に組み合わせる

デザインを提案した．

提案法を GeoGebra を用いて実装し，花紋スモッキン

グを組み合わせてデザインした模様を施した被服の制作

を通じて本稿のアプローチを検証した．今後は多角形の

擬花紋スモッキングへの拡張や，組み合わせにおけるス

ケール（長さ）の扱いと活用に取り組む予定である．
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付録 A 定理 1 の証明

図 27 伝統花紋スモッキングの展開図とパターンの関係

表 2 図 27における表記

O 展開図の正多角形の中心

n 頂点の数

Pi 展開図の正多角形における頂点

P
′

i パターンにおける頂点

H O から展開図の正多角形の辺への垂線の足

H ′ Oからパターンの辺への垂線の足

θn 展開図の正多角形の内角

γn ∠PiOP
′

i の角度

証明. 図 27 に伝統花紋スモッキングの展開図 *12 とパ

ターン *13 の関係を示す．図 27 でパターンの点 P ′
1 は，

スポークの山折り線 (P2P
′
1) 上にあって展開図の正多角

形の辺 P1P2 で折った際に中心 O と重なる点である．

よって，線分 P1P2 は布の折り畳み操作で点 P ′
1 を中心

O へ写す鏡映変換の役割を果たすため，線分 OP ′
1 と線

分 P1P2 は直交する．このため，線分 P1P2 と線分 OP ′
1

の交点を H とすると ∠OHP1 =
π

2
，OH = P ′

1H とな

り，三角形の合同（△OHP2 ≡ △P ′
1HP2 ）が成り立つ．

また，正多角形の対称性より OP1 = OP2 であるため，

直角三角形の合同（△OHP2 ≡ △OHP1 ）が成り立つ

ために ∠P1OH = ∠P2OH となる．

次に，半直線 OP2 とパターンの線分 P ′
1P

′
2 との交点

をH ′ とする．このとき，正多角形の対称性から OP ′
1 =

*12 山折り線（赤の実線）と谷折り線（青の点線）の平面グラフ．

*13 パターンの点を緑の一点破線で結んでいる．
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OP ′
2，∠P1OP ′

1 = ∠P2OP ′
2 となるため，∠P ′

1OH ′ =

∠P ′
2OH ′ となる．よって，H ′ は二等辺三角形△OP ′

1P
′
2

の頂角 ∠P ′
1OP ′

2 の 2 等分線と辺 P ′
1P

′
2 との交点である

ため，P ′
1H

′ = P ′
2H

′ となり，線分 OH ′ と線分 P ′
1P

′
2 は

直交する．

∠OHP1 = ∠OH ′P ′
1 =

π

2
，∠P1OH = ∠P ′

1OH ′ であ

るため，△OP1H と△OP ′
1H

′ は相似である．また，対称

性から ∠OP1H は頂点数 nの正多角形の内角 θn の半分

であるため ∠OP1H = ∠OP ′
1H =

θn
2
となる．一般性

を失わずに線分 OP1 の長さを 1 とすると OH = sin
θn
2

となり，OP ′
1 = 2 sin

θn
2
となる．上記より，対称性から

展開図の正多角形とパターンの正多角形との相似比は

1 : 2 sin
θn
2
である．

また，図 27 で展開図の頂点 P1 がパターンの頂点 P ′
1

に写されるとみなすことができる．このため，回転角 γn

は ∠P1OP
′

1 =
π

2
− ∠OP1H =

π

2
− θn

2
となる．

付録 B 定理 2 の証明

図 28 頂点数 n = 3の場合の展開図とパターン

証明. 頂点数 nの正多角形の内角 θn に対し，

1) θn <
π

2
の場合 (n = 3の場合)

2) θn =
π

2
の場合 (n = 4の場合)

3) θn >
π

2
の場合 (n ≥ 5の場合)

に場合分けして示す．

表 3 図 28における表記

n 正多角形の頂点数

θn 頂点数 nの正多角形の内角

Pi 正多角形における頂点

P r
i 頂点 Pi に接する正多角形の 2つの辺で，

スポークの山折り線をそれぞれを鏡映変

換した半直線の交点

P
′

ia，P
′

ib P r
i を同定する際に用いた正多角形の 2

つの辺で P r
i をそれぞれ鏡映変換した点

α スポークの角度

1) θn <
π

2
の場合 (n = 3の場合)

図 28 で P r
1 はスポークの山折り線 P1P

′
1a，P3P

′
1b を

P1 に接する展開図の正多角形の辺でそれぞれ鏡映変換

した半直線の交点であるため，P3P
r
1 = P3P

′

1b である．

同様に，鏡映変換のため ∠P1P3P
′
1b = ∠P1P3P

r
1 = α (

スポークの角度) となり，線分 P1P3 は共通なため，

△P1P3P
′
1b ≡ △P1P3P

r
1 である．よって P1P

′
1b = P1P

r
1

となる．同様に，△P1P2P
′
1a ≡ △P1P2P

r
1 であるため

P1P
′
1a = P1P

r
1 となる．

P1P
′
1a = P1P

r
1 = P1P

′
1b より，点 P ′

1a，P r
1，P ′

1b は

P1 を中心とする扇形の弧上にあるとみなすことができ

る．さらに，∠P2P1P
′
1a = ∠P2P1P

r
1 = α，∠P3P1P

′
1b =

∠P3P1P
r
1 = θn − α より，扇形 P1−

⌢

P ′
1aP

′
1b の中心角

∠P ′
1aP1P

′
1b は 2(θn − α) + 2α = 2θn となる．よって，

扇形の中心角は任意の αに対して不変であり，異なる α

に対する扇形 P1−
⌢

P ′
1aP

′
1b は互いに相似である．伝統花

紋スモッキングのパターンに対する扇形は α =
θn
2
の場

合に対応するため，擬花紋スモッキングのパターンにお

ける扇形と，対応する伝統花紋スモッキングのパターン

における扇形は相似である．図 29 に，展開図の扇形を

重畳表示したものを示す．

図 29 伝統花紋スモッキングと擬花紋スモッキングの

パターンと展開図の重畳表示
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図 29 に示すように，伝統花紋スモッキングのパター

ンの線分 P ′
1P

′
3 の長さと，擬花紋スモッキングのパター

ンの線分 P ′
1aP

′
1b の長さの比，つまり P ′

1P
′
3 : P ′

1aP
′
1b

は，中心角が等しく相似な扇形における半径の比か

ら P1P
′
3 : P1P

′
1b と等しい．図 28 で △P1P3P

′
1b に

対する正弦定理から
P1P3

sin(π − θn)
=

P1P
′
1b

sinα
となり，

P1P
′
1b =

sinα

sin θn
P1P3 となる．また，P1P

′
3 は α =

θn
2

の場合に対応するため，P1P
′
3 =

sin θn
2

sin θn
P1P3 となる．上

記より，P1P
′
3 : P1P

′
1b = sin

θn
2

: sinα となるため，伝

統花紋スモッキングにおけるパターンの線分の長さと擬

花紋スモッキングにおけるパターンの線分の長さの比は

sin
θn
2

: sinα となる．

花紋スモッキングのパターンから擬花紋スモッキング

のパターンへの回転角は，図 29における線分 P1P
′

3 から

線分 P1P
′

1b への角度である．回転のために∠P ′

3P1P
′

1b =

∠P ′

1P1P
′

1a であり，同じ展開図の正多角形（図 28 では

正三角形）に対するスポークの角度は伝統花紋折りと擬

花紋折りの展開図でそれぞれ
θn
2
と α であるため，その

差から回転角は
θn
2

− α となる．

2) θn =
π

2
の場合 (n = 4の場合)

図 28 における △P1P
′
1aP

′
1b が縮退して線分となり，

扇形 P1−
⌢

P ′
1aP

′
1b は半円となる．この場合も，展開図の

正多角形における各頂点について半円に対応する扇形同

士の関係は上記 1)と同様なため，パターン同士の関係は

上記 1)で示した相似比と回転角となる．

3) θn >
π

2
の場合 (n ≥ 5の場合)

この場合は扇形の中心角は π より大きくなるが，円か

ら扇形を除いた図形を補扇形と呼ぶこととすると，補扇

形の中心角は π を超えない．このため，擬花紋スモッキ

ングのパターンと伝統花紋スモッキングのパターンにお

ける補扇形同士について上記 1) で示した性質が成り立

つ．扇形同士の関係は補扇形同士の関係と同じであるた

め，同様に上記 1)で示した性質が成り立つ．

上記より，任意の頂点数に対し定理 2 が成り立つ．

付録 C 定理 3 の証明

証明. 任意の三角形において内角が鋭角であるような頂

点が存在する．このため，一般性を失わずに内角が最小

の鋭角である頂点を Aとする．また，以下では三角形の

頂点における内角を同じ記号で表すこととする．

図 30 三角形の花紋折りの展開図

すべてのスポークの山折り線を展開図の三角形の辺

でそれぞれ鏡映した際の交点を K とする（図 30 参

照）．鏡映変換の性質から ∠ACK = α であり，同様

に ∠CBK = α である．∠KAC = A − α であるため，

△KAC の内角の和から ∠CKA = π − Aとなる．同様

に，∠BKA = π −B，∠CKB = π − C となる．

図 30 の△KBC に対する余弦定理から

a2 = KB2 +KC2 − 2KB ·KC cos(π − C) (1)

が成り立つ．さらに，△ABC に対する正弦定理から
a

sinA
=

b

sinB
=

c

sinC
が成り立つ．同様に，△KBA

に対する正弦定理から
KB

sinα
=

c

sin(π −B)
であるため

KB =
ca

b sinA
sinα と表せ，同様にKC =

a2

c sinA
sinα

と表せる．これらを式 (1) に代入して整理すると

a2 = sin2 α
a2

sin2 A

(
c2

b2
+

a2

c2
+

2a

b
cosC

)
(2)

となる．ここで，

e2 =
c2

b2
+

a2

c2
+

2a

b
cosC (3)

とおくと，式 (2)は

sin2 α =
1

e2
sin2 A (4)

と表せる．A は鋭角であり，また 0 < α < A であるた

め sinα > 0, sinA > 0 となる．三角形の辺の長さは正

であるため，式 (3)の eも正となり，

sinα =
1

e
sinA (5)

と表すことができる．
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式 (3) で定義した e2 について以下が成り立つ．

e2 =
c2

b2
+

a2

c2
+

2a

b
cosC

=
c2

b2
+

a2

c2
+

2

b

√
a2 − c2 sin2 A (6)

=
c2

b2
+

b2 + c2 − 2bc cosA

c2
+

2

b
(b− c cosA) (7)

= {(c
b
+

b

c
)− cosA}2 + sin2 A (8)

△ABC に対する正弦定理を用いて cosC を書き換え

ると式 (6) となり，式 (6) に余弦定理 a2 = b2 + c2 −
2bc cosA を代入して式 (7) となる．さらに，平方完成し

て式 (8) となる．式 (8) を式 (5) に代入して

sinα =
1√

{( cb +
b
c )− cosA}2 + sin2 A

sinA (9)

となる．上記より，三角形に対する花紋折りを実現する

スポークの角度 α は，三角形の長さ b, c, 内角 A を用

いて

α = sin−1

(√
1

( cb +
b
c − cosA)2 + sin2 A

sinA

)
(10)

と表すことができる

なお，
b

c
+

c

b
に対する相加平均，相乗平均の関係か

ら
b
c +

c
b

2
≧
√

b

c

c

b
= 1 であるため

b

c
+

c

b
≧ 2 となる．

よって，式 (3) で e2 = (
b

c
+

c

b
− cosA)2 + sin2 A > 1

となり，e は正であるため e > 1 が保証される．この

ため，式 (5) より sinα < sinA となるが，関数 sin は

(0, π/2) で狭義単調増加であるため α < A となり，交

点K は三角形の内点であることが保証される．

付録 D 定理 4 の証明

証明. 三角形の花紋スモッキングの展開図とパターンを

図 31 に示す．図 30 と同様，すべてのスポークの山折り

線を鏡映変換した際の交点を K として，線分 AB と線

分 A′K の交点を HA とする．点 A′ は点 K を線分 AB

で鏡映変換したものであるため △AA′HA ≡ △AKHA

となり，AA′ = AK である．同様に，線分 AC と線分

C ′K の交点を HC とするとき，△AC ′HC ≡ △AKHC

より AC ′ = AK である．

AA′ = AK = AC ′より，点 A′，K，C ′はAを中心と

する扇形の弧上にあるとみなせるため，扇形の中心角と

図 31 三角形の花紋スモッキングの展開図とパターン

円周角の関係から ∠A′C ′K =
1

2
∠A′AK となる．よっ

て，∠A′AK = 2α であるため

∠A′C ′K = α = ∠ACK (11)

となる．

△AKC の内角から ∠AKC = π − (∠KCA +

∠KAC) = π − (α + (A − α)) = π − A とな

る．また，△AA′HA ≡ △AKHA より, 直角三角

形 △AKHA において ∠AKHA =
π

2
− α となる．同

様に，∠AKHC =
π

2
− (A− α) となる．このため，

∠A′KC ′ = ∠AKA′ + ∠AKC ′ = π −A であるため，

∠AKC = ∠A′
KC

′
(12)

が成り立つ．

式 (11)，式 (12) から△AKC と△A′KC ′は相似であ

る．同様に，△BKC と△B′KC ′，△BKAと△B′KA′

はそれぞれ相似である．このため，展開図の三角形

△ABC とパターンの三角形 △A′B′C ′ は相似であり，

相似比は AK : A′K = AA′ : 2(AA′ sinα) = 1 : 2 sinα

である．

△A′KC ′ は△AKC をK の周りに ∠AKHA だけ回

転し相似変換したものとみなせるため，展開図の三角形

からパターンの三角形への回転角は
π

2
− α である．

付録 E 定理 5 の証明

一般性を失わずに，本稿では花紋スモッキングの展開

図における多角形の辺はすべて谷折りとしている．展開

図の頂点の次数はすべて 4 であり，2本の谷折り線は展
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開図の多角形の辺に対応するため，前川定理 [9] から各

頂点に接続する山折り線は 1 本，谷折り線は 3 本とな

る．このため，図 5 に示すような多角形の各頂点におい

て，1本の山折り線と 1本の谷折り線はそれぞれ隣接す

る 2つのスポークにおける辺となる．

図 16 のように花紋スモッキングで共有するスポーク

により多角形の領域を構成する場合，領域の頂点はそれ

ぞれ花紋スモッキングの多角形に対応することになり，

花紋スモッキングで隣接するスポークが多角形の領域の

辺に対応することになる．領域の辺に対する山谷ラベル

での辺彩色を考えると，共有するスポークの辺には同じ

ラベルが割り当てられるため，上記で述べた性質から，

領域の辺がなす閉路に沿って山谷のラベルが交互に割り

当てられることになる．

組み合わせに用いる花紋スモッキングの個数が奇数で

あると仮定すると，多角形の辺数と頂点数は等しいため，

多角形の領域の辺数も奇数となる．このとき，領域にお

ける任意の点から出発する閉路においては，その点から

出る辺とその点に戻る辺に同じ山谷ラベルが割り当てら

れることになり，前川定理に矛盾する．このため，花紋

スモッキングの個数は偶数となる．

付録 F 定理 6 の証明

証明. 図 16 のように花紋スモッキングを組み合わ

せる場合，一頂点平坦折りに対する性質 [9] から，

図 16 に示すようにそれぞれの正多角形におけるスポー

ク間の角度は π − n− 2

n
π =

2

n
π，π − m− 2

m
π =

2

m
π，

π − ℓ− 2

ℓ
π =

2

ℓ
π となる．また，四角形の内角の和か

ら，図 16 で三角形の花紋折りに対応する角度を ρとす

ると
2

n
π +

2

m
π +

2

ℓ
π + ρ = 2π となる．多角形の花紋

折りでも同様に角度に対する制約を満たす必要があるた

め A+ ρ = π となり，A = (
2

n
+

2

m
+

2

ℓ
− 1)π となる．

ここで，正 n 角形，正 m 角形，正 ℓ 角形の伝統花

紋折りを図 16 のように組み合わせる場合，スポーク

を互いに共有するためその巾は全て等しくなる．この

ため，図 16 で三角形の花紋折りは必ず二等辺三角形

となり，定理 3 での三角形の辺の長さは c = b とな

る．このため，
c

b
+

b

c
= 2 となり，スポークの角度 αは

α = sin−1(
1√

5− 4 cosA
sinA) となる．

– 24 –


